Vektorok, palyaelemek

1. Alapképletek

Célunk az, hogy kiszamitsuk egy mihold (m) Fold (F) koriili palyajanak alakjat (fél-nagytengely, excent-
ricitas) kezdeti helyének és sebességének ismeretében. Ehhez az aldbbi Gsszefiiggésekre lesz sziikségiink:

2 K(mptmm)

e Energia-integral: h = %U =

— A miihold palyaja akkor kotott, ha h < 0. Intuitive annél kétottebb, minél sziikebb palyéan

mozog, vagyis - mint az levezethet6 - az energia forditottan aranyos a fél-nagytengellyel: h =

_ k2 (mp+mm) ~ _ k2mp
2a 2a

e Impulzus—momentum-integral: ¢ =r x 1.

— ¢ = /k2(mp + mm)a(l — €2) ~ /k2mpa(l — €2).
— ¢ =rvsin(a), ahol « a hely- és a sebességvektorok altal bezart szog.

— ¢ = r2¢, ahol ¢ a kupszeletek "r = p/ (1 + e cos(¢))" fokalis egyenletében szerepl polarszog

(valodi anomalia), ¢ tehat egyszertien a szdgsebesség.

k2 (mrp+mm)

e Laplace-integral: A = — = r+rx.c

— A2 = kY (mp + mm)? + 2he? ~ k*mZ + 2k
— A A-val jelolt Laplace-Runge-Lenz vektor egyik f6 jellegzetessége, hogy a palya pericentru-
méba mutat, a masik pedig, hogy annyiszor "hosszabb", ahanyszor nagyobb az excentricitas;

konkrétan - mint az szintén levezethets -: A = k2(mp + mmy)e ~ k*mpe.

2. Geometrial szemlélet

Newton hires példaja alapjan ha egy igen magas, hipotetikus hegy tetejérél horizontalisan kil6viink
egy agyugolyot, az kis sebesség esetén koriilbeliil a hegy labanal ér féldet. A sebesség nivelésével a
becsapodasi pont egyre tavolabbra keriil, mignem egy kritikus sebességnél (els¢ kozmikus sebesség) az
agyugolyo korbeesi a Foldet, és korpalyan a végtelenségig keringeni fog koriilotte. A sebesség novelésével
a palya egyre elnyultabb ellipszissé vélik, egy tjabb kritikus értéknél pedig (mésodik kozmikus sebesség)
parabola lesz (a mtihold elszokik a végtelenbe). Tovabb novelve a sebességet az elszokés hiperbola-pélyan
torténik (Id. 1. 4bra).

2.1. Cirkularizacié

Cseréljiik ki gondolatban a fenti példa agyugolydjat egy sztellaris, a Foldet pedig egy szupermassziv
fekete lyukra. Képzeljiik el, hogy a kisebb fekete lyuk erdsen elnyult palyan kering a nagyobb koril.
Valahanyszor athalad a pericentrumon, gravitaciés hullimokat bocséat ki, azaz mechanikai energiat veszit.
Ez annak felel meg, mintha az &gytgolyot kisebb sebességgel 16ttiikk volna ki: az djabb kdrben mar
nem tévolodik el annyira a gravitacids vonzécentrumtol, vagyis kevésbé elnyult palyan fog mozogni. A
fekete lyukak esetében a folyamat egészen addig folytatddik, mig végiil a palya teljesen kor alakuva nem
gémbolyodik (cirkularizalodik). Excentrikus feketelyuk-iitkdzéshez tipikusan egy harmadik perturbalé

objektum sziikséges.



1. abra. Az els§ kozmikus sebessénél kisebb értékek esetén az agyugolyo a felszinbe csapodik (A és B
gorbék; valéjaban kicsi ellipszis-palyan keringenének a Fold koriil, de mivel a bolygd nem pontszert,
ezért erre nem képesek). Ha a kezdGsebesség pontosan megegyezik az els6 kozmikussal, korpalyat
kapunk (C gorbe). Efolott a palya egyre elnyultabb ellipszis (D gorbe), mig a masodik kozmikus
sebesség esetén végtelenbe szokd parabola (E gorbe). A méasodik kozmikus sebességet meghaladdan
hiperbola-palyakat kapunk (nem szerepel az abran). Forras: Wikipedia

3. Az egységnyi excentricitas

Ismeretes, hogy amennyiben e = 0, a palya kor, ha pedig 0 < e < 1, akkor ellipszis. A "h = —k*mp /2a"
és a"c = \/k?mpa(l — e2)" Gsszefiiggések egymasba helyettesitésével megkapjuk, hogy mi toérténik e = 1

esetén:
¢ = E*mpa(l — €?),

2
A = E*mp (—k mF) (1—¢?),

2h
e?—1= icz,
kEAmi
. 2hc?
e= —_— .
k*m2

Innen latszik, hogy az e = 1 eset kétféleképpen allhat els:

e h = 0: ilyenkor a gravitacios "kotési" energiat pont kiegyenliti a kinetikus energia (méasodik koz-
mikus sebesség), vagyis a két égitest parabola-palyan tavolodik egyméastol (a nagytengely végtelen

naggyéa valik);

e ¢ = 0: ilyenkor a "palya nem gorbiil", vagyis a mozgas egy egyenes mentén torténik (a kistengely

nullava valik).



4. Feladatok

4.1.

A Fold felszinétdl szamitva 1000 km-es magassagban, horizontalis irdnyban 8 km /s-es sebességgel kiloviink
egy miiholdat. Mekkora lesz palyajanak fél-nagytengelye, excentricitdsa, peri- és apocentruma valamint
keringési ideje?

Adatok:

o mp = 5.97 x 10?4 kg,

e my, ~ 0,

3
o k?=6.67x 1071 2,

Ry = 6371 km = 6.371 x 10° m,

e H =1000 km = 10% m,
e r=H+ Rp ="7.371 x 10° m,
o v=38K2 =38000 2.
El6szor meghatarozzuk a h fajlagos energiét:

1, K 1
h=-0?— 20— 2 (8% 10%) — 6.67 x

_1 10-11 5.97 x 10%*
2 T 2

7.371 x 106

2
= -22x 107?—2. (1)

A negativ elGjel természetesen arra utal, hogy a pélya kotott. Az a ~ —k>mp/(2h) képlet segitségével a

fél-nagytengely: s 07 x 10%
97 x1

— 6.67 x 10711 20X
R TE T T

=9.05 x 10° m. (2)

Most a fajlagos impulzus-momentumot szamoljuk ki a ¢ = rvsin(a) segitségével, ahol a a hely- és
sebességvektorok altal bezart sz0g. Esetiinkben, mivel horizontalis inditasrol beszéliink, o = 90°:
m2
c=17.371x10%-8 x 10 - sin(90°) = 5.9 x 10'° - (3)

Az el6z6ekbdl a Laplace-vektor nagysaga:

3
A~ \/EYm2 + 2he? = \/(6.67 x 10-11)2 (5.97 x 1024)® 4+ 2 (—2.2 x 107) (5.9 x 1010)* = 7.35 x 10'3 ?—2

(4)
Innen az excentricitas:
U 7.35 x 1013 018 -
T E2mp 667 x10711.597x 1024
A peri- és apocentrum-tavolsagok:
rp =a(l —e)=9.05x 10°(1 — 0.18) = 7.42 x 10° m, (6)
ra = a(l +e) = 9.05 x 10°(1 4 0.18) = 1.0679 x 107 m. (7)

Van valami egészen zavarbaejt6 a most kapott pericentrum-tavolsdgban. Tekintettel arra, hogy a kezdeti

sebesség vektora merdleges volt a helyvektorra, illetve hogy nagysiga az elsé és a mésodik kozmikus



sebesség kozé esett, arra szamitanank, hogy a kezdeti tavolsag (r) megegyezik a preicentrummal (7).
Az, hogy ez nincs igy, a szamitéas kozbeni kerekitéseknek koszénhet6.

Kepler 3. torvényébdl a fél-nagytengely felhasznédlasival megkapjuk a keringési idét:

= 857245 =2.38 h. (8)

4r2ad 472 (9.05 x 106)*
6.67 x 1011 .5.97 x 1024

k‘QmF

4.2.

Az elrendezés ugyanaz, mint az el6bb, viszont a kezd@sebesség legyen most az elsé kozmikus, vagyis 7350

m/s, irdnya pedig zarjon be a helyvektorral o = 30°-ot. Szamitsuk ki az el6bbi feladatban kérdezett

mennyiségeket!
Az energia:
1 Emp 1 5.97 x 1024 m?>
h==-v?—- 21— =Z2(7.35 x10%)" — 6.67 10—“7 —2.7 107 9
2" 5 (7-35 )’ x 7.371 x 100 x )
Innen a fél-nagytengely:
5.97 x 10%4
=—6.67Tx107 " " —737x%x10%m. 10
¢ X 2(—2.7 x 107) m (10)

Az el6z6 feladatban latott értéknél ez kisebb: ez kotottebb palyét jelent, ami nem meglepd, hiszen kisebb
kezdssebességgel 16ttiik ki a miiholdunkat (jobban domindl a gravitacios kotési energia). Ezt az eredményt
a bezart sz6g még nem befolyasolja.

Az impulzus-momentum:

2
¢ = rusin(a) = 7.371 x 10° - 7.35 x 10° - sin(30°) = 2.71 x 1010 (11)

S
Ez az érték mar jelentGsen kisebb annal, mint amit az el6bbi feladatban lattunk. Ennek oka, hogy «
joval kisebb 90°-nal; oo = 0 esetén, vagyis mikor a sebesség- parhuzamos a helyvektorral (tehat radialis a
mozgés), az impulzus-momentum nulla lenne.

Az el6bbiek alapjan a Laplace-vektor:

~ \/k4mZ + 2he? = \/667><10 11)2(5.97 x 1024)? + 2(—=2.7 x 107) (2.71 x 1010)? = 3.45 x 10 m,
( 2)

az excentricias pedig

A 3.45 x 1014
~ _ — 0.87. 13
e 6.67 x 10-11.5.97 x 1024 (13)

Ez kifejezetten elnyult pélyat jelent, vagyis arra szamithatunk, hogy a peri- és apocentrum-tavolsagok

kozott nagy lesz a kiilonbség:
rp =a(l —e) =737 x 10°(1 — 0.87) = 9.5 x 10° m, (14)

=a(l +e) =737 x 1051 + 0.87) = 1.378 x 107 m. (15)

Mivel r, < Rp, a miholdunk a Foldbe fog csapédni. Csodalkozzunk ra, hogy mindez annak ellenére

torténik, hogy a korpéalyanak megfelels elsé kozmikus sebességgel inditottuk el. Az eltérs viselkedés



abbol adodik, hogy nem horizontélis volt a kezdeti sebességvektor irdnya.

4.3.

Legyen egy kisbolygo fél-nagytengelye 3 AU, excentricitasa pedig 0.3. Mekkora és milyen irdnyt lesz a
sebességvektora a radiusz-vektorhoz képest akkor, amikor a Naptol 3 AU tavolsagra lesz?
Adatok:

e =3 AU =45 x 10! m,
o ¢=0.3,
—rp=a(l—e)=3(1—-0.3) =21 AU = 3.15 x 10'! m,
—ra=a(l+e)=3(140.3) = 3.9 AU = 5.85 x 10" m,
o k2 =6.67x 1011 %
o me =2 x 10% kg,
~ K2mg = 1.334 x 1020 12,

El6szor kiszamoljuk a palyara jellemzé két legfontosabb fizikai mennyiséget, a h energiat illetve a ¢
k2m®

impulzusmomentumot. A h = —=5- segitségével:
1.334 x 1020 m?
h=—-" = 148 x 10°—- 1
245 x 1011 e (16)
tovdbba a ¢ = y/k?mga(l — e?) felhasznélasaval
m2
c=1/1.334 x 1020 - 4.5 x 1011(1 — 0.32) = 7.39 x 10'> —. (17)
s
Atalakitva az energidra vonatkozo Gsszefiiggést:
1 k? k2
[ R LR 2<h+ m@)- (18)
2 r r

Behelyettesitve az r = 3 AU = 4.5 x 10! m értéket, megkapjuk a sebességet:

1.334 x 1020 m

Végiil a ¢ = rvsin(a) Osszefiiggésbol adodik a szog:

7.39 x 1015

= IE X100 1723 <108 — 0.95312 — o = 72.39°.

sin(«)

4.4.

Szamoljuk ki a Merkur perihéliumbeli szogsebességét!
Adatok:

o k2 =6.67x 1011 m

kg-s2?



o my =2 x 10%° kg,
o MmN >>mMz0,
e a=5.79 x 10 m,

e ¢ =0.206 (— a Merkturnak van a legnagyobb excentricitasa a Naprendszer bolygoi kozott).

Tudjuk, hogy ¢ = /k?mna(l — €2), illetve hogy a pericentrumban r = r, = a(l —e). Ezekbdl a
szogsebesség:
p_ © _ VFmna(l—e?) /667X T07T 2107 579 X100 (T=0206%) _ | 5 0o L
T2 a(l—e)? (5.79 x 1010)? (1 — 0.206)> ' s
(20)

A megoldas mogott huzodo altalanos fizikai elvként érdemes megemliteni, hogy a "¢ = r2¢ =const." Gssze-
fiiggés nem mas, mint Kepler I1. térvénye matematikai alakban (az egyenléségjel jobb oldalan taldlhato

mennyiség a vezérsugar altal surolt teriilet egységnyi idg alatt).
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