
Pályát jellemz® szögek meghatározása

1. Alapvet® összefüggések

Amennyiben adottak az x, y, z, vx = ẋ, vy = ẏ és vz = ż hely- és sebességkoordináták, akkor ezekb®l a

pályaelemek néhány egyszer¶ képlet segítségével meghatározhatók.

1.1. Fél-nagytengely, excentricitás

Mivel a fél-nagytengely és az excentricitás független a referencia-tengelyek (x, y, z) irányától, ezért ki-

tüntetett pályaelemekként kezelend®k. Kiszámításuk - korábban már ismertetett módon - az energia és

perüdlet felhasználásával történik:

h =
1

2
v2 − k2(m1 +m2)

r
, (1)

c = (c2x + c2y + c2z)
1
2 . (2)

Természetesen r = (x2 + y2 + z2)1/2 és v = (v2x + v2y + v2z)1/2, a c vektor kompnensei pedig - a vektoriális

szorzás de�níciójából adódóan -:

c = r× v =

 cx

cy

cz

 =

 yvz − zvy
zvx − xvz
xvy − yvx

 . (3)

A perdület-vektor egyik legfontosabb tulajdonsága, hogy mer®leges a pályasíkra.

Miután az energiát és a perdületet kiszámoltuk, a fél-nagytengely és az exentricitás:

a = −k
2(m1 +m2)

2h
(4)

valamint

e =

√
1 + 2h

c2

k4(m1 +m2)2
. (5)

Megjegyzend® - ugyancsak ismétlésként -, hogy az excentricitást a Laplace-vektroból is megkaphajtuk:

e = λ/(k2(m1 + m2)) = (λ2x + λ2y + λ2z)
1/2/(k2(m1 + m2)). Ehhez a Laplace-vektor komponenseit így

fejezhetjük ki:

λ = −k
2(m1 +m2)

r
r + v × c =

 λx

λy

λz

 =


−k

2(m1+m2)
r x+ czvy − cyvz

−k
2(m1+m2)

r y + cxvz − czvx
−k

2(m1+m2)
r z + cyvx − cxvy

 . (6)

Míg a perdület-vektor geometriai jellegzetessége abban rejlik, hogy mer®leges a pályasíkra, a Laplace-

vektor fontos tulajdonsága az, hogy a pericentrumba mutat (néha excentricitás-vektornak is nevezik

emiatt).
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1.2. A pályát jellemz® szögek

A fentiek ismeretében a pályát jellemz® szögek - amik már függnek a referencia-tengelyek irányától -

könnyen megkaphatók.

Az inklináció:

i = arctan


√
c2x + c2y

cz

 . (7)

A fenti kifejezés értelmezéséhez érdemes megjegyezni, hogy
√
c2x + c2y nem más, mint a c vektornak az

alapsíkra (x − y�sík) vett, míg cz az erre mer®leges (z−) tengelyre mért vetülete. Ez azt jelenti, hogy

az inklináció lényegében azt mutatja meg, hogy a c vektor mennyire van elhajolva ("inklinálva") a z-

tengelyt®l.

A csomóvonal hossza:

Ω = arctan

(
−cx
cy

)
. (8)

Az inklinációval analóg módon ez azt mutatja, hogy a c vektor alapsíkra vett vetülete mennyire tér el az

x-tengelyt®l.

Mivel a pericentrumot a Laplace-vektor iránya jelöli ki, ezért - érthet® módon - formulájában annak

komponensei jelennek meg:

ω =


arctan

(
cλz

cxλy−cyλx

)
ha cos(i) 6= 0

arctan
(
λz

λy
sin(Ω)

)
ha cos(i) = 0.

(9)

2. Feladatok

2.1.

Adott egy Nap körül kering® ¶rszonda az alábbi adatokkal:

• x = 2 AU,

• y = 0,

• z = 0,

• vx = 0,

• vy = 4.44 AU
év

,

• vz = 0,

• k2m� = 4π2 az égi mechanikai egységrendszer miatt.

Mik lesznek a pályaelemei?

Az ¶rszonda kezdetben az x-tengelyen fekszik, sebességvektora pedig erre mer®leges (y irányú). Mint az

azonnal belátható, sebességvektorának nagysága éppen a körpályának megfelel® els® kozmikus sebességgel

egyenl®: v1k =
√
k2m�/r =

√
4π2/1 = 4.44 AU/év. Ebb®l azonnal adódik, hogy fél-nagytengelye

meg fog egyezni az állandó nagyságú sugárral (a = r = 2 AU), illetve hogy pályalapultsága nulla lesz

(e = 0). Az is könnyen látható, hogy az ¶rszonda nem fog kilépni az x − y�síkból (mivel kezdetben
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rajta helyezkedett el, továbbá sem a sebesség-, sem a gyorsulás-vektora nem mutatott ki bel®le), emiatt

pedig az inklináció szintén zérus lesz (i = 0), a pericentrum argumentuma valamint a csomóvonal hossza

pedig értelmetlennek adódik (mivel a pályasík egybeesik az alapsíkkal, nem lesz csomó/metszésvonal, a

pericentrumot pedig emiatt nem fogjuk tudni honnan mérni).

Az energiára adódik, hogy

1

2
v2 − k2m�

r
=

1

2
· 4.442 − 4π2

2
= −9.88

AU2

év2
. (10)

Innen a fél-nagytengely:

a = −k
2m�

2h
= − 4π2

2(−9.88)
= 2 AU, (11)

ami várakozásainknak megfelel®en megegyezik a körpálya sugarával.

A perdület-vektort a következ®képpen számíthatjuk ki: cx

cy

cz

 =

 yvz − zvy
zvx − xvz
xvy − yvx

 =

 0 · 0− 0 · 4.44

0 · 0− 2 · 0
2 · 4.44− 0 · 0

 =

 0

0

8.88

 AU2

év
. (12)

Maga a perdület ezek után c =
√
c2x + c2y + c2z =

√
02 + 02 + 8.882 = 8.88 AU2/év. Innen az excentricitás:

e =

√
1 + 2h

c2

(k2m�)2
=

√
1 + 2(−9.88)

8.882

(4π2)2
= 0, (13)

vagyis a pálya tényleg egy nulla lapultságú ellipszis (kör). A perdület-vektor komponenseib®l már az

inklináció és a csomóvonal hossza is megkapható:

i = arctan


√
c2x + c2y

cz

 = arctan

(
02 + 02

8.88

)
= 0, (14)

vagyis a pályasíkra mer®leges c nem hajlik el a z-tengelyt®l (a pályasík valóban benne van az x−y�síkban);

Ω = arctan

(
−cx
cy

)
= arctan

(
−0

0

)
, (15)

ami a 0/0 hányados miatt tényleg értelmetlen.

A Laplace-vektor komponensei:

 λx

λy

λz

 =


−k

2m�
r x+ czvy − cyvz

−k
2m�
r y + cxvz − czvx

−k
2m�
r z + cyvx − cxvy

 =

 −
4π2

2 · 2 + 8.88 · 4.44− 0 · 0
− 4π2

2 · 0 + 0 · 0− 8.88 · 0
− 4π2

2 · 0 + 0 · 0− 0 · 4.44

 =

 −0.051

0

0

 AU3

év2
,

(16)

nagysága pedig: λ =
√
λ2x + λ2y + λ2z =

√
(−0.051)2 + 02 + 02 = 0.051 AU3/év2. Ennek segítségével már

a pericentrum argumentuma is megkapható, kiindulva abból, hogy cos(i) = cos(0) = 1 6= 0:

ω = arctan

(
cλz

cxλy − cyλx

)
= arctan

(
8.88 · 0

0 · 0− 0 · (−0.051)

)
= arctan

(
0

0

)
, (17)
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ami szintén értelmetlen a 0/0 tört miatt.

2.2.

Az el®z® feladat mesterséges számadatai után most nézzük egy Föld körül kering® m¶hold reálisabb

esetét. A feladat itt is a pályaelemek meghatározása.

Adatok:

• x = 22000 km,

• y = 20000 km,

• z = −1000 km,

• vx = 0.5 km
s ,

• vy = 1 km
s ,

• vz = 3 km
s ,

• k2mF = 398332 km3

s2 .

Fölhasználva, hogy r =
√
x2 + y2 + z2 =

√
220002 + 200002 + (−1000)2 = 29718.95 km, és hogy v =√

v2x + v2y + v2z =
√

0.52 + 12 + 32 = 3.2 km/s, egyrészt megkapjuk az energiát

h =
1

2
v2 − k2mF

r
=

1

2
· 3.22 − 398332

29718.95
= −8.26

km2

s2
, (18)

másrészt az energiából a fél-nagytengelyt:

a = −k
2mF

2h
= − 398332

2(−8.26)
= 24112.1 km. (19)

Az impulzus-momentum komponensei: cx

cy

cz

 =

 yvz − zvy
zvx − xvz
xvy − yvx

 =

 20000 · 3− (−1000) · 1
(−1000) · 0.5− 22000 · 3
22000 · 1− 20000 · 0.5

 =

 61000

−66500

12000

 km2

s
, (20)

nagysága pedig c =
√
c2x + c2y + c2z =

√
610002 + (−66500)2 + 120002 = 91034 km2/s, melyekb®l az

inklináció

i = arctan


√
c2x + c2y

cz

 = arctan

(√
610002 + (−66500)2

12000

)
= 82.43◦, (21)

továbbá a csomóvonal hossza

Ω = arctan

(
−cx
cy

)
= arctan

(
− 61000

−66500

)
= 42.53◦. (22)
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Végezetül, el®bb kiszámoljuk a Laplace-vektor komponenseit és nagyságát:

 λx

λy

λz

 =

 −
k2mF

r x+ czvy − cyvz
−k

2mF

r y + cxvz − czvx
−k

2mF

r z + cyvx − cxvy

 =

 − 398332
29718.95 · 22000 + 12000 · 1− (−66500) · 3
− 398332

29718.95 · 20000 + 61000 · 3− 12000 · 0.5
− 398332

29718.95 · (−1000) + (−66500) · 0.5− 61000 · 1

 =

 −83075

−90796

−80860

 km3

s2
→ λ =

√
λ2x + λ2y + λ2z =

√
(−83075)2 + (−90796)2 + (−80860)2 = 147250

km3

s2
;

(23)

ebb®l pedig - egyetemben az el®z®ekkel - (mivel cos(i) = cos(82.43◦) = 0.13 6= 0):

ω = arctan

(
cλz

cxλy − cyλx

)
= arctan

(
91034 · (−80860)

61000 · (−90796)− (−66500) · (−83075)

)
= 33.64◦. (24)

Deme Barnabás, 2019
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