A kéttest-probléma alapképletel

1. Els6 integralok

A kéttest-probléma annak meghatérozasat foglalja magaban, hogy miként mozog két tomegpont, ha

egymassal gravitacios kolesonhatasban allnak. Ez matematikailag a kdvetkezSképpen foglalhato Ossze:
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ahol m jeldli a tomeget, r a helyvektort, k%(= G) a gravitécios allando.

Ez egy 12-ed rendi differencidlegyenlet-rendszer, aminek megoldasahoz elsG integralok sziikségesek.
Minden egyes els6 integral 1-gyel csokkenti az egyenletrendszer rendjét; Osszesen 11-re van sziikségiink.
Ezek az alabbiak:

1. Energia-integral (1 db)

o li2 o —p,

2. Lendiilet-integral (3 db)

® Miry + maors = a,

ahol a a kéttest-rendszer 6sszlendiilete, ami allando;
3. Sulyponti-integral (3 db)

® Mry + Mol = at + b,
ahol t az id6, b pedig konstans; ez az Osszefiiggés azt fejezi ki, hogy a kéttest-rendszer tomeg-

kozéppontja egyenes vonali egyenletes mozgast végez;
4. Perdiilet-integral (3 db)

erXTr=mc,

ahol x a vektorialis szorzas, ¢ pedig a (t0megegységre jutd) perdiilet, ami allando;
5. Runge - Lenz - Laplace-integral (1 db)

e \= —ﬁr +71 X c,
ahol A a Runge - Lenz - Laplace-vektor, ami allando; ennek harom komponense van (A, Ay, A),
de ezek koziil csak az egyik szabadon vélaszthato, mivel megkoti a keziinket két tovabbi Ossze-
fliggeés:
O Ac =0,
O |A]? = p? + 2h|c|?.



1.1. Példa az els§ integralok hasznalatara

Demonstrécios jelleggel most megmutatjuk, hogyan hasznalhatok a fenti 6sszefiiggések a derivalasok eli-
minalasara.

Az "myry + mory = konstans" Osszefiiggés fizikai jelentése az, hogy a kéttest-rendszerre nem hat kiil-
86 er6, azaz nem gyorsul. A Galilei-féle relativitasi elv értelmében ez azt jelenti, hogy vonatkoztatési
rendszeriinket rogzithetjiik a két test tomegkozéppontjahoz. Matematikailag ez abban nyilvdnul meg,
hogy az "miry + more = at + b" egyenlet jobb oldala azonosan nulla: ez felel meg az origoban &llo
tomegkdzéppontnak.

Ebbdl mér kovetkezik, hogy
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Ezt ra-re rendezve, majd behelyetetstive a(z) (2) egyenletbe:
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A(z) (5) differencidlegyenlet mar csak hatodrendd. Ehhez a lendiilet- és stiypont-integralokat hasznaltuk

r

fel (Gsszesen hat egyenletet), amik révén hattal csokkent az egyenletrendszerben 1évé differencidloperéto-

rok szama.

2. A kéttest-probléma megoldasa

A fenti els6 integralok segitségével konnyen meghatarozhato a(z) (1)-(2) egyenletek megoldasa:
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Osszefiiggéshez jutunk, ami a geometriabol ismert kupszeletek (fokalis) egyenlete (1d. 1.4bra). p a palya
paramétere, e a palya excentricitasa ("lapultsaga"), v pedig tulajdonképpen egy polarszog, az un. kozép-
anomaélia (1d. 2. abra).

A kéttest-probléméaban tehat a testek kupszelet alaka palydkon mozognak. Sziikség van azonban a moz-
gas idgbeli lefolyasanak az ismeretére is, vagyis arra, hogy adott idépontban a testek hol vannak éppen
a palya mentén. Ennek meghatarozasara szolgal a Kepler-egyenlet:

E —esin(E) = M, (8)

ahol E az excentrikus anomalia, M a kozépanomalia (1d. 3. abra). A kézépanomaélidnak nincs szemléletes
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geometriai jelentése. Egyenesen aranyos az idével: M = nt, ahol az n = u'/%a aranyossagi tényezé



circle
ellipse
parabola

 hyperbola

1. dbra. Kupszeletek: kor, ellipszis, parabola, hiperbola. Forras: Wikipedia
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2. 4bra. Ellipszis, parabola és hiperbola. P; a fokuszpont (~ Nap), P> az r hosszisagu relativ
helyvektor altal jelzett pont (~ bolygd), x1 és y; tetszbleges descartes-i koordintaa-tengelyek, w a
pericentrum argumentuma, a a fél-nagytengely. Forrds: Erdi Balint: A Naprendszer dinamikija

az Gn. kézépmozgas, vagyis a palyamenti atlagos szogsebesség. Az E excentrikus és a v valdédi anomalia

kozott az alabbi képlet teremt kapcsolatot:

tan (¥) = \/Etan (g) . )

Tehat a recept a kovetkezs: ha ismert a ¢ id6, akkor abbdl megvan az M kdzépanomalia; ezutén a

Kepler-egyenletbdl meghatarozhato az E excentrikus anomalia; innen a(z) (9). egyenletbdl megkaphato
a v kozépanomalia. Ez utébbi mar megadja, hogy mely szognél vagyunk a palya mentén, és a(z) (6).

képletbdl a tavolsag is meghatarozhato.

Deme Barnabas, 2019



3. abra. Egy ellipszis, valamint egy hozzahuzott tn. f6kor. Forras: Erdi Balint: A Naprendszer
dinamikéaja



