Kiegészit6 anyag

1. A Kepler-egyenlet gyorsabb megoldasa

A Kepler-egyenlet iterativ megoldasdnak tobbféle modja is van. Ezek koziil a legkézenfekvébb az alabbi:
E,+1 =M + esin(E,). (1)

Newton alternativ megkozelitést javasolt: definidljuk az f fiiggvényt a kdvetkezSképpen:
f(E)=F —esin(E) — M. (2)

A Kepler-egyenlet megoldasa ezéltal nem lesz més, mint az f(F) fliggvény zérushelyének a meghatarozasa,
melynek gyors iteraciés modja:

f(E) E, —esin(E,) — M
E,gw=FE,———=F, — . 3
i 4 1 —ecos(Ey) 3)

A megoldas kiilénésen gyorsan fog konvergalni, ha betartjuk az alabbi feltételt:
e ¢e<08—FEy=M,
e e>08— FEy=m.

A fentieket demonstralando, oldjuk meg haromféleképpen ((3)+"Ey = 7", (3)+"Ey = M", (1)) a Kepler-
egyenletet a kovetkez§ paraméterekre: M =1 és e = 0.99.

1. BEg=m:
Ei=7—(m—0.99sin(7) — 1)/(1 — 0.99 cos(m)) = 2.0654,
By = 2.0654 — (2.0654 — 0.995in(2.0654) — 1)/(1 — 0.9 cos(2.0654)) = 1.9334,
Fs = 1.9334 — (1.9334 — 0.99sin(1.9334) — 1)/(1 — 0.99 cos(1.9334)) = 1.9276,
By = 1.9276 — (1.9276 — 0.99sin(1.9276) — 1)/(1 — 0.9 cos(1.9276)) = 1.9276.

2. Bg=M=1:
Ei=1-(1-0.99sin(1) —1)/(1 —0.99cos(1)) = 2.7911,
Ey =2.7911 — (2.7911 — 0.99sin(2.7911) — 1) /(1 — 0.99 cos(2.7911)) = 2.0391,
E5 =2.0391 — (2.0391 — 0.99sin(2.0391) — 1)/(1 — 0.99 cos(2.0391)) = 1.9315,
E, =1.9315 — (1.9315 — 0.99sin(1.9315) — 1) /(1 — 0.99 cos(1.9315)) = 1.9276.

3. BEp=M=1:F; =1+0.99sin(1) = 1.8331, E» = 1.8331 4 0.99sin(1.8331) = 1.9561,
E5 =1.9561 + 0.99sin(1.9561) = 1.9174,

Ey = 1.9174 + 0.99in(1.9174) = 1.9311,
Es = 1.9311 + 0.99sin(1.9311) = 1.9264,
Eg = 1.9264 + 0.99sin(1.9264) = 1.9281,
E7 = 1.9281 + 0.99sin(1.9281) = 1.9275,
Eg = 1.9275 + 0.99sin(1.9275) = 1.9277,
Eg = 1.9277 + 0.99sin(1.9277) = 1.9276.



Amint az mindhirom esetben lathatd, a megoldas igen jo kozelitéssel E = 1.9276 rad. Az elsé kettd

modszer a Newton-féle eljaras volt: a kiilonbség csak annyi, hogy a legels6ben betartottuk az excentrici-

tasbol adodo feltételt az FEy-ra, a masodikban pedig nem. Léatszik, hogy az 1. esetben tényleg gyorsabb

a konvergencia: bar ugy latszik, hogy csak egy lépéssel, de négynél tobb tizedesjegy vizsgalatakor mér

markansabb lenne a kiilonbség.

A 3. eljaras konvergenciaja tényleg feltiinGen lassu.

2. Mihold palyajanak vizsgalata

Adott egy miihold a Foéld koriil az alabbi adatokkal:

H = 300 km,
Rp = 6371 km,

— r=Rp+ H =6371+300 = 6671 km = 6.671 x 10° m,
mp = 5.97 x 10** kg,

2 _ —11_m?
k® =6.67 x 10 Raa?”

3

— k*mp = 3.982 x 10'* 2,

_ JE*mp _  [3.982x101% _ m
v= \/ o \/6.671x106 = 7726 3,

a=91°,

ahol természetesen H a foldfelszin feletti magassag. Amint lathato, a miihold kezdGsebessége pontosan

megegyezik az elsé kozmikus sebességgel, vagyis ideélis esetben korpélyan kellene keringenie a Fold ko-

riil. Sebességvektora azonban nem pontosan merdéleges a radiuszra az inditas pillanataban, attél a Fold

irdnyaba 1°-kal eltér. Szamitsuk ki, hogy mennyivel csokken igy a perigeumal

A feladatot kétféleképpen is meg lehet oldani.

1.

Meghatarozzuk a megmaradé mennyiségeket, azokbol kiszamoljuk a palya alakjat leir6 elemeket,

végiil ezekbdl a perigeumot.

Az energia:
1 Emp 1 3.982 x 104 m?
h=—p? - 2 Z 7962 222 T T 90846 x 107 —. 4
2 T T T Y T et 08 RO 10" )
Innen a fél-nagytengely:
k*mp 3.982 x 104
- S =6.671 x 10° m.
“ 2h 3(—2.9846 x 107) _ 0071 < 107 m 5)

Ez ugyanannyi, mint amekkora a kérpalya sugara (fél-nagytengelye) lett volna ideélis esetben (a =
90°). Ez nem is meglepd, hiszen az energia csak a sebesség nagysagatol fiigg, iranyatol nem.

A perdiilet:
2
¢ = rusin(a) = 6.671 x 10° - 7726 - sin(91°) = 5.1532 x 10 m? (6)



1. dbra. Az eredeti és az elforgatott palya. Forrds: Arnold: A mechanika matematikai modszerei

Az energia és a perdiilet felhasznaldsaval az excentricités:

c2 (5.1532 x 1010)2
= J142h—— = [ 1+ 2(—2.9846 x 107) == — (0.017458.
e \/+ P2 \/ +2(—2.9846 x 0)(3.982“014)2 0.017458 (7)

Ez az excentricitas ugyan elég kicsiny, de egyértelmtien kiilonbozik attol az értéktsl, amit az idedlis
esetben varnank (korpalyanal e = 0).

A pericentrum-tavolsag:
rp =a(l —e) = 6.671 x 10°(1 — 0.017458) = 6.5544 x 10° m = 6554.4 km. (8)

Osszehasonlitva ezt az ideélis korpalyas eset 6671 km-es értékével, kb. 117 km-es csokkenést tapasz-
talunk (ami a palya méreténél egy jo nagysagrenddel kisebb, viszont a foldfelszin feletti magassaggal

Osszemeérhets).

. Vlagyimir Igorjevics Arnold pongyolabb, de annal elegdnsabb gondolatmenetét kovetve (vo. Ar-
nold: A mechanika matematikai modszerei): mivel a palya csak nagyon miniméalisan tér el a kortdl,
tekintsiik ugy, mintha az lenne. Ebben az esetben a kiilonbség az a = 90° és az a = 91° szogekkel
torténd inditasok kozott csupan annyi, hogy utébbinal a palya korvonala 1°-kal el van tolva, nagy-
jabol gy, ahogy egy szogre akasztott ora korlapjat is el lehet egy fokkal forgatni a falon (1d. 1.
abra). Ekkor a perigeum-valtozas megkaphato gy, hogy kiszamoljuk az eltolodas meértéket, vagyis
hogy mennyivel valtozott meg pl. a palya kozéppontjanak a helyzete (ennyivel tolodik beljebb a pe-
ricentrum is). Ez egy egyenl8szara haromszog alapja lesz, ahol a szérak a palya sugarai, a csticsszog

pedig az eltolodas szoge, vagyis 1°. Az alap hosszara (jeloljiik z-szel) folirhato, hogy

1° 5
inl — | = = 116.43 km. 9
sm<2> ser1 ¢ m (9)

Ez figyelemremélté egyezést mutat az el6z8 pontban levezetett eredménnyel.



3. A Bertrand-tétel

A klasszikus mechanika egyik legmélyebb tartalommal rendelkezé tétele, az 1873-ban levezetett Bertrand-
tétel a kovetkez6t allitja: csak két olyan erstér létezik, amelyben minden korlatos (tehat a végtelenbe nem
elszoks) palya zart (tehat a részecske egy id6 utan pontosan visszatér kiindul6 helyzetébe, és tjrakezdi
mozgésat), méghozz4 a gravitacios (F oc —1/r?) és a lineéris (F o —r).

Erdekes médon mindkét esetben a zart paly ellipszis lesz, viszont mig a gravitacios esetben a vonzécent-
rum az ellipszis fokuszpontjdban taldlhato, addig a linearis er6torvénynél a tengelyek metszéspontjaban

("kozépen").

3.1. A linearis er6torvény vizsgalata

Oldjuk meg a
d?z

és a

d2y

A 11

2 y (11)
egyenleteket az alabbi kezdeti feltételekkel:

z(0) = A,

dz

—(0) =0,

)

y(0) =0,

dy

—(0)=V.

a0

A(z) (10) és (11) egyenletek valoszinileg a fizika legtobbet vizsgalt differencidlegyeneletei. Kozismerten
mindketts egy k direkcios allandoju rugora akasztott test (harmonikus oszcillator) mozgasegyenlete, meg-
oldasuk pedig ebbdl kifolydlag - amint az visszahelyettesitéssel is gyorsan belathat6 - harmonikus rezgés,

vagyis szinuszok és koszinuszok Gsszege:
x = Ky sin(Vkt) + Ky cos(VEt), (12)

y = Kssin(Vkt) + K4 cos(Vkt), (13)

ahol a K-val jelolt konstansok integralasi allandok, amik a rezgések amplitudoéit irjak le. Ertékiik a
kezdeti feltételekbdl hatarozhatoé meg:

2(0) = A = Ky sin(Vk - 0) + Ky cos(Vk - 0) = Ko — Ky = A, (14)

% (0) = 0= Kuvkeos(VE -0) ~ Kovsin(Vh-0) = KivVE = Ky =0, (15)
y(0) =0 = Kgsin(Vk - 0) + Kycos(Vk - 0) = Ky — Ky =0, (16)

%(0) =V = Kgx/Ecos(\/%%)) — K4\/%sin(\/E- 0)= KsVk — Ky = % (17)



Mindezekkel egyiitt a(z) (12) és (13) altalanos megoldéasok igy irhatok at:

x(t) = Acos(Vkt), (18)
Vo
y(t) = 7 sin(Vkt). (19)

Innen mar azonnal latszik, hogy

w2y A%2cos*(Vkt ¥: sin?(v/kt) .
= + ? = A2( ) + -k VTZ = cos?(Vkt) + sin?(Vkt) = 1, (20)

ami egy olyan ellipszisnek az egyenlete, melynek az egyik féltengelye A, a masik pedig V/vk nagysagu.

3.2. A Kepler-ellipszis
Irjuk at a Kepler-probléma megoldasat adé ellipszis

p

T 1+ e cos(v) (21)

r
fokalis egyenletét - az el6z6 pontban kapott eredménnyel vald Gsszehasonlithatosag végett - polarkoordi-
natakrol (r, v) derékszogiiekre (&, n).

Az atvalto formulék a kovetkezsk:

& =rcos(v) (22)
és
1 = rsin(v). (23)
Ezek segitségével (21) atirhato:
p=r(l+ecos(v)) =r+ercos(v) =7+ ek. (24)

Ezt atrendezve r-re, valamint felhasznélva a derékszogt koordinatékra vonatkozo r? = £24-n? sszefiiggést

(ami tulajdonképpen Pitagoréasz tétele):
r? =p® 4 e —2ept = € + 0. (25)
Atirva a jobboldali egyenléséget:

2pe n”? p?

2
£+17€2 1—e2 1-—¢2

(26)

A &-vel rendelkezd két tagot teljes négyzetté alakitva:

<§+ = )2_<p262 T S (27)

1—e? 1—e2)2 1-€e2 1-—¢%

Jobboldalra rendezve a koordinataktol nem fiiggs tagokat:

- . (28)

ey Pe R S o 0 e i »’
1—e2 1—e2 1-—e2 (1-—e2)2 (1—e2)2 (1—e2)2



Végiil leosztva a jobboldallal:

<€+5222)2+ Zz .
(=) (=)

ami jol lathaté modon szintén egy ellipszis egyenlete. Tengelyeinek nagysaga p/(1 — e?) és p/v/1 — e2.

=1, (29)

A &t tartalmazd tagban jol megfigyelhets a nagy kiilonbség az el6z6 feladatban kapott ellipszishez ké-
pest: a tengelyek metszéspontjahoz viszonyitva a & koordinata kezdépontja (vagyis a fokuszpontban 1évd

vonzécentrum) pe/(1 — e?)-tel el van tolva.



