A gombi geometria

1. A sikgeometria

A csillagaszatban azért foglalkozunk gombi geometriaval, mert a foldfelszinrgl nézve a csillagok egy gémb-
feliileten (az éggdbmbon) latszanak elhelyezkedni *. A gémbi geometria két fontos tételét - a szinusz- és

koszinusztételt - most a sikgeometriai megfelelGikbdl szarmaztatjuk.

1.1. A sikbeli koszinusztétel

Vizsgéljuk meg a(z) 1. abra vektorait: egy altalanos haromszoget hataroznak meg, iranyitottsaguk miatt
pedig
c=a—b. (1)

Négyzetre emelve az elébbi egyenlet mindkét oldalat, valamint kihasznalva a skalarszorzés definiciojét

(ab = abcos~y), méaris megkapjuk a koszinusztételt:
c? = (a—b)?> =a? + b? —2ab = a® + b? — 2abcos~. (2)

Erdemes megjegyezni, hogy ebbdl a hires Pitagorasz-tétel mar nagyon egyszerien adodik, egyszertien

csak a v szoget 90°-kal kell egyenl6vé tenni (ami miatt a koszinuszos tag kiesik).

1. abra

1.2. A sikbeli szinusztétel

Ha most a(z) 2. &bra (szintén altalanos) haromszogét vessziik szemiigyre, akkor lathatjuk, hogy az m
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magassagvonal azt két derékszogl haromszogre osztja. Folirva a szinusz-fliggvény definiciojat ("szoggel

*Ez egy meglehet6sen 6divatt indok. Manapsag a szférikus geometria azért igazan érdekes az Univerzummal kapcsolat-
ban, mert a kozmoldgiai elméletek szerint a Vilagegyetem metrikija akir gbmbi is lehetne - bar az aktualis megfigyelések
szerint nem az.



szemkozti befogo per atfogd") mind az a-, mind a §- szogekre:

m
sina = e (3)
m
sinf = —. 4
=" @
Elvégezve két atszorzast kapjuk, hogy bsina = m = asin 8, amit nagyvonaluan altalanosithatunk a c

oldalra is, igy kijon a szinusztétel:
a b c

= ()

sina  sinf  siny’

2. abra

2. A gombi geometria

2.1. A koszinusz- és szinusztétel gombon

A gbmbi (vagy szférikus) geometria lényege, hogy a geometriai alakzatokat (koroket, haromszogeket, stb.)
nem egy sik, hanem egy gémbfeliiletre rajzoljuk, és ott vizsgaljuk a rajuk vonatkozo Osszefiiggéseket. !

A(z) 3. abran lathato, R sugart gombre rajzolt haromszogre pl. az alabbi, szférikus koszinusz- és

cos () = cos () cos ( )+ sin () sin (3 ) cosn ©)

sin(a/R) _ sin(b/R) _ Sin(c/R).

sin v sin 3 sin 7y

szinusztétel vonatkozik:

(7)

Némi fantaziaval el lehet képzelni, hogy minél nagyobb a gémb sugara, a haromszog altal lefedett teriilet

annél sikabb lesz. Precizebben: az R — oo limeszben vissza kell kapnunk az el6bbi alfejezetek sikgeo-

THa az alakzatokat egy nyeregfeliiletre, vagy pedig egy képzetes sugart gémbre rajzoljuk, akkor a hiperbolikus (Bolyai-
Lobacsevszkij-) geometriat kapjuk.



metriai Gsszefiiggéseit.
Ehhez csak a koszinusz- és szinusz-fliggvények Taylor-sorait kell felhasznalni, vagyis hogy = < 1 esetén

1
cosx ~1— 555'2, (8)

sinx ~ x. (9)

x helyére az a/R, b/ R valamint a ¢/R mennyiségeket helyettesitve (amik kicsik, mivel a nevezében 1évé
R nagy), a gombi koszinusztétel igy alakul:

_le (i_leN (18 ab o _
2R 2 R? 2R2) TRRT T

:1—1a—2—1£+}ﬁ+a—bcos*y (10)
2R?2 2R? 4 R* RZ? '
Beszorozva, —2R?-tel:
1 a?b?
2 R?
Figyelembe véve, hogy 1 < R, vagyis hogy R? egy oriasi szam, a jobb oldali harmadik tag nagyon kicsi,

A =a’+ b - — 2abcos~. (11)

igy elhagyhatjuk, ezzel pedig visszakaptuk a sikbeli koszinusztételt.
A sikbeli szinusztétel szarmaztatasa egyszertbb: a szinusz-fliggvényt az argumentumaival kozelitve kap-
juk, hogy

a/R_ b/R  ¢/R

sina sing - siny’ (12)
amit R-rel beszorozva maris adédik a kivant formula.

Egy dolgot kell még hozzatenniink az eddigiekhez. A most koriiljart képleteket végss soron majd az
éggombre fogjuk alkalmazni, széval elvileg sziikségiink van az éggdmb R sugardra. Ez értelemszertien

abszurd, amit kétféleképpen lehet kimagyarédzni:

e Olyan hosszmértékegységet valasztunk, amelyben a kérdéses gomb sugara egységnyi: R = 1. Ekkor

a sugar nyilvan nem fog megjelenni a képleteinkben.

e A gémbharomszogek oldalait nem hosszukkal jellemezziik, hanem azzal a szoggel, amely alatt a
gbémb kozéppontjabol nézve latszanak. Radianban meérve ezek éppen a/R, b/R illetve ¢/R. Ez
azt jelenti, hogy amennyiben a gémbharomszognek nem csak a szogeit (o, 3, ), de az oldalait
(a, b, ¢) is radidnban mérjik (és ez az éggdmb esetén pont igy van), akkor a szférikus szinusz- és
koszinusztétel igy fest:

sina  sinb  sinc

(13)

sina  sinf  siny’
cos ¢ = cos a cos b + sin a sin b cos . (14)

Erdemes mar itt hozzatenni, hogy némi (itt nem részletezett) rafinériaval a koszinusztétel felirhato

egy "kicsavart" verzioban is:

cosy = — cosacosb + sinasin b cos c¥. (15)

fTermeészetesen az Ssszefiiggés a tobbi oldalra is felirhatd: cosa = cosbcos ¢ + sin a sin bcos a, illetve cosb = cos a cos ¢ +
sin a sin ¢ cos .
$Hasonloan az elézéekhez: cosa = — cos 3 cos~y + sin 8siny cos a, illetve cos 8 = — cos o cosy + sin o sin y cos b.



3. abra

2.2. Egyéb Osszefiiggések

A sikgeomtridval analog modon a gémbharomszogek oldalaira és szogeire is vonatkoznak bizonyos meg-
szoritasok, melyek az alabbiakban foglalhatok Gssze.

e 0°<a-+b+c<360°

e 180° < a+ B+ v < 540°,7

a+b>c,

la —b| < ¢,

a+ [ —180° < .

3. Alkalmazas a foldgombre

A(z) 4. abra a Fold sematikus rajzat mutatja: a szaggatott vonalak jelzik az Egyenlit6t (¢ = 0) illetve
greenwhich-i kezd& hosszuséagi kort (A = 0). Adott két varos, A és B, melyek a C-vel jelolt polussal
egy gbmbharomszoget alkotnak; fldrajzi koordinataik rendre (¢4, 4) és (ép, Ap). Tanulményozva az
abrat megallapithato, hogy v = Ap — A4, tovabba hogy a = 90° — ¢p és b = 90° — ¢ 4. Behelyettesitve

mindezeket a cos c-t megadd formulaba,

cosc = cosacosb+ sinasinbcosy =
= ¢0s(90° — ¢) cos(90° — ¢4) +sin(90° — ¢p)sin(90° — ¢p4) cos(Ap — Aa) =

=sin¢gpsings + cos pp cospa cos(Ap — Aa), (16)

ahol kihasznaltuk, hogy sin(90° — ) = cosz és cos(90° — z) = sin x.
A kapott eredményhez érdemes hozzaftizni mégvalamit. Beirva a megfelel§ foldrajzi adatokat megkapjuk

YAz Ssszefiiggések koziil talan ez a leghiresebb: a szférikus haromszdgek belsé szdgeinek 6sszege nem 180°, hanem annal
mindig nagyobb (a hiperbolikus geometridban pedig kisebb).



4. dbra

ugyan cosc-t, de ez még nem hatarozza meg egyértelmiien c-t magét, mivel c-nek illetve 360° — c-nek
ugyanaz a koszinusza: cos(c) = cos(360° —c). Konnyen belathat6 ennek a szemléletes jelentése: a formula
nem csak az A és B kozti legrovidebb tavolsagot adja meg, hanem azt az tthosszt is, amit az egész Foldet

megkeriilve jarunk be.

4. Feladatok

4.1.

Adott egy gombharomszog, melynek ezeket az adatait ismerjiik:
o v =090°,
o a =119°46' = 119.77°,
e 3 =52°25" = 52.417°.

Hatarozzuk meg a tobbi oldalat /szogét!

A cos a-ra vonatkozo képlet alapjan érdemes elindulni:

cosa = —cos B cosy + sin Ssinycosa =

= —0s(52.417°) cos(90°) + sin(52.417°) sin(90°) cos(119.77°) = —0.39348. (17)

Ebbdl két a-érték adodik: a; = 113.17° és as = 360° — a3 = 246.83°. Ne felejtsiik azonban el, hogy

a-nak ki kell elégitenie az alabbi Gsszefiiggést is:

a+B—180° <y — a < 180° + v — B = 217.58°. (18)



Ez egybdl kizarja as-t, tgyhogy o = 113.17°.
b-t a szférikus szinusztételbdl probalhatjuk meg kiszdmolni:
sina  sinb sina sin(119.77°)

= inb = si = sin(52.417°
sina  sinf s smﬂsina sin(52.417 )sin(113.17°)

= 0.74824. (19)

Ez szintén két értéket ad: by = 48.438° és by = 180° — by = 131.56°. A két alternativa kozott itt mar nem
lehet a gombharomszdgekre vonatkozo Osszefiiggések segitségével vilasztani, mert ahhoz ismerni kellene
c-t is. Ehelyett b-t kiszamoljuk egy masik médon, a cos 8-ra utald képlettel is:

) i cos 3 + cos a.cos 7y
cos 3 = —cosacosy + sinasinycosb — cosb = =

sin a sin 7y
c0s(52.417°) + cos(113.17°) cos(90°)

sin(113.17°) sin(90°) 0.663. (20)

Természetesen ez is ketts b-t ad: by = 48.438° és by = 311.56°, de hogy ne keveredjiink ellentmondéasba
az el6z6 eredménnyel, itt mar egyértelmiien az el6bbit kell valasztani, azaz b = 48.438°.

Mar csak c kiszamitasa maradt, melyhez ugyfent a szinusztételt hasznaljuk:

sina  sinc sina sin(119.77°)

_ inc = sinyot — gin(90°) 22T ) g gg418. 21
Sna  smq Smessinyg =sin(00°) STy = 004418 1)

Innen ¢y = 70.766° és co = 109.23°, de mivel
la — b < ¢ — [119.77° — 48.438°| = 71.331° < ¢, (22)

ezért ¢ = 109.23°.

4.2.
Budapest és Caracas foldrajzi koordinatéi rendre a kovetkezdk:
o ¢pp =47°30' E = +47.5°,
o A\pp, =19° K= +19°,
e ¢c =10°30' E = +10.5°,
e \c = 66°55" Ny = —66.92°.
Szamoljuk ki a két varos tavolsagat!

Ehhez a fentebb levezett formulat hasznaljuk, ahol ¢ jel6li most ezt a bizonyos tévolsagot:

cos ¢ = sin @y, sin P + €08 Ppp €OS P cos(App — Ac) =

= 8in(47.5°) sin(10.5°) + cos(47.5°) cos(10.5°) cos (19° — (—66.92°)) = 0.182. (23)

A c-re kapott két eredmény koziil (¢; = 79.54° és co = 280.46°) természetesen a kisebbet kell valasztani
(mivel a hosszabb az ellenkez6 iranyban bejart hosszabb tavolsagot jeloli): ¢ = 79.54°.
A fokokban kifejezett tavolsag foldrajzilag nem tul szemléletes, ezért érdemes az eredményt inkabb kilo-

méterekben kifejezni. ElGszor valtsuk at radianba, ¢ = 1.3881 rad, majd kihasznélva, hogy a radianban



kifejezett szog definicié szerint a koriv illetve a sugar aranya, kapjuk, hogy

clrad] == — clkm] = R[km]c[rad] = 6371 - 1.3881 = 8843.6 km. (24)
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