Az égrajzi koordinata-rendszerek

1. A koordinata-rendszerek bevezetése

A foldgbmbhéz hasonléan az éggdombon vald tajékozodast is nagyon megkonnyiti, hogyha annak két-
dimenzios feliiletét valamilyen koordindta-rendszerrel behalozzuk. Az éppen adott célnak megfelelGen

héarom kiilonb6z6 koordinata-rendszert vezetiink be.

1.1. Horizontalis

Ha csak annyi a célunk, hogy megadjuk egy objektum pillanatnyi helyét, vagyis hogy éppen milyen
iranyba forditsuk a tévesoviinket, akkor ezt két szoggel konnyen megtehetjiik. Az azimut megadja, hogy
hany fokkal forditsuk el a tavcsovet vizszintesen, a magassag pedig azt, hogy hény fokkal fligg6legesen.

Precizebben:
e alapsik: a horizont;
e alapirany: dél;
e forgatas irdnya: a zenit fel6l nézve az 6ramutato jarasaval megegyezéen ("jobbkéz felé").

A horizontélis koordinédta-rendszerrel az a baj, hogy mind az azimut, mind a magassig més és més a

Fold kiilonb6z6 pontjairél, arrél nem beszélve, hogy egy adott helyen is valtozik az id&vel.

1.2. Els6 egyenlitsi

Az elss egyenlitéi rendszer azért jo, mert a csillag égi egyenlits folotti magassagat megado deklinacio sem a
térben, sem az id6ben nem valtozik.* A masik koordinata, az 6raszog, azt adja meg, hogy hogyan mozdul
el a csillag az égi egyenlits sikjaval parhuzamosan. Mivel az éggdmb viszonylagos mozgésa miatt ez az
idGvel egyenes ardnyban torténik, ezért az éraszoget szokds 6raban, percben és masodperchen megadni
(..h..m._5) a szokédsos szogmértékegységek helyett. Mivel az égbolt 24" alatt fordul kérbe 360°-ot, ezért
a valtoszam: 1" = 15°.

Precizebben:
e alapsik: az égi egyenlit§ sikja;

e alapirdny: az égi egyenlits és a meridian horizont felett 1évé metszéspontja (az északi féltekérdl
nézve a déli irany);
e forgatas irdnya: az égi északi poélus felgl nézve az éramutatd jarasaval megegyezGen (az északi

feltekeérsl nézve "jobbkéz fele").

Az orasz6g még mindig nem olyan koordindta, amit a deklinaci6hoz hasonldéan katalogusba lehetne venni

*Ez persze szigort értelemben véve nem igaz. A bolygék a neviiket is onnan kaptak, hogy bolyonganak az 4llécsillagok
koz6tt, ekdzben pedig valtoztatjak az égi egyenlits feletti magassagukat (azaz a deklinacidjukat). Késébb szo lesz az un.
sajatmozgasrol is, ami azt adja meg, hogy a csillagok mozgéasa a galaktikus térben hogyan moédositja a deklinaciot.



1.3. Masodik egyenlitsi

A maésodik egyenlit6i koordinatarendszer azért hasznos, mert a deklinacié mellett a szintén allando rek-
taszcenziot hasznalja koordinataként. ElSbbi a foldrajzi szélességi, utobbi a hosszusdgi kor analogonja.

Precizebben:
e alapsik: az égi egyenlit§ sikja;
e alapirany: a tavaszpont (az égi egyenlits és az eklipitika "tavaszi" metszéspontja);
e forgatas iranya: az északi polus fel6l nézve az éramutaté jaraséval ellentétesen.

A teljesség igénye miatt itt megjegyezziik, hogy léteznek még egyéb csillagiszati koordinatarendszerek is,

pl. a galaktikus, de azokat itt nem részletezziik.

2. Koordinata-transzformaciok

A megfigyelés soran kulcsfontossagu, hogy a koordinata-rendszerek kozott at tudjunk valtani, hiszen pl.
a csillagok koordinatai a katalogusban mésodik egyenlitsi rendszerben vannak, a tavesé tengelyeit viszont
a horizontélis rendszer szogei szerint allitjuk be. A transzforméiciokat egyelGre csak a horizontalis és az
els6 egyenlitsi kozott vezetjiik le, a rektaszcenzié kiszamitdsdhoz ugyanis sziikség lesz még egy kiegészits
fogalomra is (az tn. csillagidére).

A(z) 1. abra bal oldalan az éggémbot lathatjuk, melyen az északi polus (P), a zenit (Z) és a kérdéses
objektum () egy gombharomszoget hataroz meg: ez kinagyitva a jobb oldalon vehetd szemiigyre. A fent
mar emlitett fogalmak (magassag, deklinacio, stb.) definici6 szerint be vannak jelolve az abrén (pl. a
magassag a csillag horizont feletti magassagat adja meg, stb.); egyediil a ¢-vel jelolt sz6g nem trivialis.
Ez alapbdl a megfigyels foldrajzi szélességét, tehat a foldi egyenlitGtdl vett szdgtavolsdgat adja meg, de
az északi poOlus horizont feletti magassagaként is értelmezhets. Ezt kdnnyd belatni: a pélus azt a pontot
jelenti, ahol a Fold forgastengelye atdofi az éggombaot; ha a foldi északi sarkon allok (¢ = 90°), akkor
a tengely éppen a fejem f6lott, vagyis a zenitnél dofi at az éggdmbot (mp = 90°). Most levezetjiik az

1. abra



atvaltasokat megadé képleteket. Alkalmazzuk elészor a gombi koszinusztételt a 90° — m oldalra:
c0s(90° — m) = cos(90° — §) cos(90° — ¢) + sin(90° — §) sin(90° — ¢) cost, (1)
vagyis
sinm = sin d sin ¢ + cos § cos ¢ cos t. (2)
Most irjuk fel a szinusztételt ugyanerre, valamint a 90° — § oldalra:

sin(90° —m)  sin(90° — 9)
sint  sin(180° — A)’

azaz

cosmsin A = cosdsint. (4)

Most vegyiik a koszinusztételt a 90° — § oldalra:
c0s(90° — 0) = cos(90° — m) cos(90° — ¢) + sin(90° — m) sin(90° — ¢) cos(180° — A), (5)

amibdl

sind = sinm sin ¢ — cos m cos ¢ cos A. (6)

Irjuk be a sinm helyére a korabban megkapott formulat,

sin ¢ = sin ¢(sin d sin ¢ 4 cos § cos ¢ cost) — cos ¢ cosm cos A =

= sin §sin? ¢ + sin ¢ cos § cos ¢ cost — cos pcosmcos A, (7)
majd masszirozzuk tovabb a képletet:
sind — sin® ¢sind = (1 — sin® @) sin§ = cos® psind = sin ¢ cos  cos g cost — cospcosmecos A.  (8)
Osszuk mindkét oldalt cos ¢-vel:
sin d cos ¢ = sin ¢ cos d cost — cos m cos A, (9)

végiil

cosmcos A = sin ¢ cosd cost — sin d cos ¢. (10)

Most az elgbbi triikkot jatsszuk le forditva: a sin m-et megado képletbe irjuk be a sin d-t kifejezs formulat:

sinm = sin ¢(sin ¢ sin m — cos ¢ cosm cos A) + cos ¢ cosd cost =

= sin? ¢ sinm — sin ¢ cos ¢ cosm cos A + cos ¢ cos § cos t. (11)
Ujfent gyurmazva a képletet:

sinm — sinmsin® ¢ = sinm(1 — sin” ¢) = sinm cos? ¢ = — sin ¢ cos ¢ cos m cos A + cos ¢ cos § cost, (12)



ezuttal pedig sin ¢-vel leosztva kapjuk, hogy
sinm cos ¢ = — sin ¢ cosm cos A + cos § cost, (13)
amit igy véglegesitiink:
cos d cost = sinm cos ¢ + sin ¢ cos m cos A. (14)
Erdemes 6sszefoglalni az atvaltasokra kapott eredményeket:
e els6 egyenlit6i — horizontalis:

— sinm = sin § sin ¢ + cos § cos ¢ cos t;

— cosmsin A = cos d sint;

— cosmcos A = sin ¢ cosd cost — sin  cos ¢;
e horizontalis — elsG egyenlit6i:

— sind = sinm sin ¢ — cos m cos ¢ cos A;

— cosdsint = cosmsin A;

— cosd cost = sinm cos ¢ + sin ¢ cos m cos A.

Mint az a feladatok soran is kideriil majd, a magassag és a deklinacié kiszdmitasahoz elegendé ismerni
szinuszaikat (mivel ezek a [—90°;4+90°] intervallumon vannak értelmezve, ahol az arkusz szinusz egyér-
telmt), az azimutok és 6raszogek ismeretéhez azonban mind a szinuszaik, mind a koszinuszaik ismeretére

sziikség van.

3. A képletek szemléletes jelentése

A fent levezetett képletek jelentésének megvilagitas végett most néhany szélsGséges, de cserébe nagy

egyszertséget kinald esetet vizsgalunk meg.

3.1. Az egyenlitén allunk

Ebben az esetben ¢ = 0 (ami azt is jelenti, hogy az északi polus éppen a horizonton van, északi irdnyban),

azaz a formulaink:

sinm = cos d cost, (15)
cosmsin A = sint cos d, (16)
cosmcos A = —sind. (17)

Egy érdekes dolog szinte azonnal megallapithaté, mégpedig a Nap kelésére és nyugvasara vonatkozoéan.
Tlyenkor a Nap értelemszertien a horizonton van, vagyis m = 0. Behelyettesitve ezt a(z) (15) egyenletbe
azt kapjuk, hogy cosdcost = 0. Ez akkor teljesiil, ha legalabb az egyik tényezd nullaval egyenls. A
Nap esetében a deklinaci6 sosem eshet kiviil a [—23.5%; +23.5°] intervallumon, igy a cosd sem lehet soha
nulla (ehhez ugyanis § = 90° kellene). Mindez azt jelenti, hogy az egyenlit6rél nézve a Nap kelésekor
és nyugvasakor cost = 0, azaz t = +90° — +6". Figyelemremélté, hogy mindez nem fiigg az évszaktol



(vagyis a Nap deklinaci6jatol): az egyenlit6rél nézve minden nap egyforma hossztsagi (~ 127).1
Ha ezen kiviil még azt is kirdjuk, hogy a Nap rajta legyen az égi egyenlitén (6 = 90°)*, akkor a képletek

még tovabb egyszertisddnek:

sinm = cost, (18)
cosmsin A = sint, (19)
cosmcos A = 0. (20)

Délben (vagyis a Nap kulminéacidjakor) definicié szerint ¢ = 0, vagyis cost = cos0 = 1, amibdl a(z) (18)
egyenlet alapjan kovetkezik, hogy sinm = 1 — m = 90°, azaz a Nap a zeniten van. A(z) (20) képletbol
az is gyorsan kijon, hogy napkeltekor és napnyugtakor (mikor m = 0) cos A = 0, vagyis a Nap pontosan

keleten kel és nyugaton nyugszik.

3.2. Az északi sarkon Allunk

Az északi sarkon allva ¢ = 90°, azaz a transzformacios képleteink:

sinm = sin d, (21)
cosmsin A = cosdsint, (22)
cosmcos A = cosd cost. (23)

Egy dolog megintcsak feltting: a(z) (21) egyenlet azt sugallja, hogy a csillagok magassaga megegyezik a
deklinaciojukkal, vagyis a horizont feletti magassaguk egyenls az égi egyenlits felettivel. Ebben semmi
meglepd sincs, hiszen az északi sarkrol végezve a megfigyelést az égi egyenlité éppen railleszkedik a
horizontra.

Az el6z6 esethez hasonléan specifikiljuk tovabb a dolgot: legyen 6 = 0. Ekkor:

sinm=0—m=0, (24)
sin A = sint, (25)
cos A = cost, (26)

ahol a mésodik és harmadik egyenletben a koszinusz argumentumaba maér be is irtuk az elsé egyenletbél
kovetkezd m = 0-t. Vilagosan latszik, hogy A = t, ami szintén nem mellbevagd eredmény.¥ A ugyanis
nem més, mint a horizont menti, ¢t pedig az égi egyenlit6 menti szdg, de ez a kett§ - ahogy azt mar az

elébb is emlitettiik - egybeesik.

THamarosan latni fogjuk, hogy ez az 4llitas ebben a formaban nem igaz - ennek oka, hogy a csillagészatban t&bbféle
id6fogalom is forgalomban van, pl. az un. csillag- és kozépidd, ezek pedig nem egyeznek meg egymassal, ami okoz némi
kavarodast.

TEz kétszer is megtorténik egy évben: a tavaszi ill. az Gszi napéjegyenldségkor.

$Erdemes megjegyezni, hogy pl. a sin A = sint képletbsl dnmagaban még nem kovetkezik, hogy A = t; ehhez a
koszinuszoknak is meg kell egyezniiik. Igaz viszont, hogy ez tulajdonképpen mar a(z) (22) és (23) egyenletekbdl is latszik,
csak kevésbé feltiin6 modon. Ha ugyanis § = m, akkor a cos m-ek és cos -k kiejtik egymast.



4. Feladatok

4.1.

Adottak egy Budapestrdl megfigyelt csillag horizontalis koordindtai. Szamitsuk ki az els§ egyenlitsi
koordinatakat!
Adatok:

e m = 80°32" =80 + (32/60)° = 80.53°,
e A=13°05" =13+ (5/60)° = 13.08°,
e ¢ =47.5°.
Kezdjiik a deklinacié meghatarozasaval, mivel az a szinuszabdl egyértelmiien meghatarozhato:

sind = sin ¢ sinm — cos ¢ cosmcos A =

= sin(47.5°) sin(80.53°) — cos(47.5°) cos(80.53°) cos(13.08°) = 0.6194 (27)

Innen §; = 38.243° és 6o = 180° — §; = 141.76°, viszont 02 kiviil esik megengedett 6 € [—90°; +90°]
intervallumon, tehéat 0 = 38.243° = 38°(0.243 x 60)’ = 38°14.58' = 38°14/(0.58 x 60)"” = 38°14/35".

Az oraszog kiszamitasdhoz két egyenletre lesz sziikségiink, egy szinuszosra és egy koszinuszosra. ElSbbi:

cosmsin A cos(80.53°) sin(13.08°)

cosdsint =cosmsin A — sint = =
cos d cos(38.243°)

= 0.047407, (28)

ahonnan t; = 2.7172° és to = 180° — t; = 177.28°. A koszinuszos egyenlet:

sinm cos ¢ + sin ¢ cos m cos A

cosd cost = sinm cos ¢ + sin ¢ cosm cos A — cost = 5
cos

_sin(80.53°) cos(47.5°) + sin(47.5°) cos(80.53°) cos(13.08°)
N cos(38.243°)

= 0.99887, (29)

ahonnan ¢; = 2.7193° és t, = 360° — t; = 357.28°. Osszevetve a két kiilonboz6 egyenletbsl kapott
aletrnativ értékeket, ¢ = 2.71°= (2.71/15)" = 0.18" = (0.18 x 60)™ = 10.84™ = 10™ + (0.84 x 60)° =
10™50°. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a csillag kb. 11 perce haladt at fels6 kulminéciojén.

4.2.

Vizsgaljuk Budapestrdl a Lant csillagkép hires csillagat, a Vegéat. Szamitsuk ki horizontalis koordinatait
az els6 egyenlitSiekbdl!
Adatok:

o §=238°47'01" = 38° + (47/60)° + (1/3600)° = 38.784°,
o t =105528% = 1M 4 (5/60)™ + (28/3600)" = 1.094" = 16.367°,

o ¢ =47.5°.



Ebben az el6z6hoz képest megforditott feladatban a magasségot a legegyszertibb kiszamolni, mert most

ezt hatarozza meg egyértelmiden a szinusza:

sinm = sin d sin ¢ + cos d cos P cost =

= sin(38.784°) sin(47.5°) + co0s(38.784°) cos(47.5°) cos(16.367°) = 0.9671, (30)

amibdl m = 75.27° = 75° + (0.27 x 60)’ = 75°16" + (0.2 x 60)" = 75°16"12" .9
Analog modon az oOraszoggel, most az azimut kiszamitasdhoz kell egy szinuszos, majd egy koszinuszos
képlet. Elébbi:

cosdsint  cos(38.784°)sin(16.367°)

sin Acosm = cosdsint — sin A = e cos(75.27°) = 0.86355, (31)

amibdl A; = 59.718° és Ay = 180° — A; = 120.28°. Utobbi:

sin ¢ cos d cost — sin § cos ¢

cos Acosm = sin¢cosd cost —sind cos ¢ —» cos A =
cosm

_ sin(47.5°) cos(38.784°) cos(16.367°) — sin(38.784°) cos(47.5°)
B cos(75.27°)

=0.50418, (32)

ahonnan A; = 59.718°, Ay = 360° — A; = 300.28°. Az atfed6 megoldasokat valasztva: A = 59° =
59° 4+ (0.718 x 60)" = 59°42’.

4.3.

Adott egy objektum, melynek mind a horizontalis, mind az els§ egyenlit6i koordinatait ismerjiik. Sza-

mitsuk ki, hogy az észlelést melyik szélességi korr6l végezziik!

Adatok:
e §=230°
o t =2"=30°,

m = 64°5'42" = 64° + (5/60)° + (42/3600)° = 64.095°,
o A=097°37'52" = 97° + (37/60)° + (52/3600)° = 97.631°.

Hasznaljuk a sinm = sin d sin ¢+ cos d cos ¢ cost és a cosm cos A = sin ¢ cos d cost — sin § cos ¢ képleteket.

Behelyettestive:

1. sin(64.095°) = sin(30°) sin ¢ + cos(30°) cos(30°) cos ¢,

2. c08(64.095°) cos(97.631°) = cos(30°) cos(30°) sin(¢) — sin(30°) cos ¢,
azaz

1. 0.5sin¢ + 0.75 cos ¢ = 0.89952,

2. 0.75sin¢ — 0.5 cos ¢ = —0.058014.

YA masik megoldas (mg = 180° — m1 > 90°), ezért nem johet szoba.



A hanyag elegancia jegyében oldjuk meg a feladatot a lineéris algebra modszereivel. Egy kétismeretlenes,
inhomogén linearis egyenletrendszerrél van szoé:

0.5 0.75 sing \ [ 0.89950 (33)
0.75 —0.5 cos¢ |\ —0.058014 |
Szorozzuk be mindkét oldalt a matrix inverzével:!
sing \ [ 0.61538  0.92308 0.89950 ) 0.5 (34)
cos¢ )\ 0.92308 —0.61538 —0.058014 / \ 0.86603 /'

A befejezd lépésnek két modja is van: vagy kiszamitjuk mind a szinusz, mind a koszinusz arkuszat (és

Osszevetjitk Gket), vagy megint kihasznéaljuk, hogy a ¢ csak a [—90°;+90°] intervallumon értelmezett.
Utobbi lehetdséget valasztva kapjuk, hogy ¢ = 30°.

Deme Barnabéas, 2020

IEgy M = ( Z Z ) matrix inverze M~1 = adlcb ( d —b )



